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摘要 :局部凸空间 X 称为 Ĝateaux 可微空间 ( GDS) ,如果定义在它的非空开凸子集 D 上的每个连续凸函数均在 D 的
一个稠密子集上处处 Ĝateaux 可微. 本文证明了 GDS与任一族可分 FrÓchet 空间的乘积 ,以及 GDS与任一赋予弱拓扑
的局部凸空间的乘积 ,仍是 GDS.
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　　在 Larman 和 Phelps[1 ]于 1979 年定义并研究了
Ĝateaux 可微空间 ( GDS) 后 ,Fabian[2 ]于 80 年代中期
证明了 GDS与实直线的乘积为 GDS. 2001 年程立新
和 Fabian[3 ]证明了一个更重要的结果 : GDS 与可分
Banach 空间的乘积为 GDS. 本文把 Cheng - Fabian 定
理[3 ]推广到局部凸空间.
设 X 为局部凸空间 , X 3 为其对偶空间.
定义 1[2 ] 　称定义在非空开凸子集 D < X 上的
凸函数 f 在点 x ∈D 处 Ĝateaux可微 ,如果 ϖ x 3 ∈





f ( x + ty) - f ( x)
t
- < x 3 , y > ] = 0 ,
　　　Π y ∈ X.
定义 2[4 ] 　称局部凸空间 X 为 Ĝateaux 可微空
间 ( GDS) ,如果定义在它的非空开凸子集 D 上的每
个连续凸函数均在 D 的一个稠密子集上处处
Ĝateaux 可微.
显然 ,若 X 为 GDS ,且 X 与 Y 线性同胚 ,则 Y 亦
为 GDS.
定义 3 　设 f 为非空开凸子集D < X 上的连续
凸函数 ,且 A < X. 称 f 在 x ∈D处相对A Ĝateaux可





f ( x + ty) - f ( x)
t
- < x 3 , y > ] = 0 ,





f ( x + ty) + f ( x - ty) - 2 f ( x)
t
= 0 ,
　Π y ∈A .
性质 1 　设 f 为非空开凸子集D < X 上的连续
凸函数 ,如果 f 在 x ∈D 处相对 A Ĝateaux 可微 ,且
span A 在 X 中稠密 ,则 f 在 x 处 Ĝateaux 可微.
性质2 　局部凸空间 X是 GDS当且仅当 X上的
每个连续凸函数均有一个 Ĝateaux 可微点.
引理 1 　若 Y 为可分 FrÓchet 空间 ,则存在稠密
子空间 Y0 < Y及 Y0 上的范数 p , s . t . ( Y0 , p) 为可分
Banach 空间.
定理 1[3 ] 　设 X 为 GDS , Y为可分Banach空间 ,
则 X ×Y 为 GDS.
依 性质 1 、性质 2 、引理 1 和上述定理 1[3 ]
(Cheng2Fabian 定理) ,可得 :
定理 2 　设 X 为 GDS , Y为可分 FrÓchet 空间 ,则
X ×Y 为 GDS.
引理 2 　设 f 为线性空间 X 上的有界凸函数 ,且
domf = X ,则 f ≡ const .
利用乘积拓扑和弱拓扑的“稀疏性”,以及性质
2、引理 2 和定理 2 ,可得本文的主要定理 :
定理 3 　设 X 为 GDS , Y = ∏a ∈A Ea ,其中 Ea
为可分 FrÓchet 空间 ,则 X ×Y 为 GDS.
定理 4 　设 X 为 GDS , Y 为局部凸空间 ,则 X ×
( Y ,ω) 为 GDS ,其中ω为 Y 上的弱拓扑.
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On the Product of Ĝateaux Differentiability
Locally Convex Spaces
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Abstract : A locally convex space is said to be a Ĝateaux differentiability space ( GDS) provided every continuous con2
vex function defined on a nonempty convex open subset D of the space is densely Ĝateaux differentiable in D . This paper
shows that the product of a GDS and a family of separable FrÓchet spaces is again a GDS ,and that the Product of a GDS
and an arbitrary locally convex space endowed with the weak topology is a GDS.
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